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摘要：基于降低航空发动机轮盘孔结构孔边应力和装配的双重考虑，提出了 1 种超椭圆曲线轮盘螺栓孔均衡优化设计方法。

在降低孔边应力的基础上，引入了异型度概念以表示孔轮廓形状变化幅度，针对孔边应力降低和异型度减小 2 个互相制约的优化

目标，构建了 1 个均衡优化模型；结合 Pareto 最优解理论，采用多目标进化算法对轮盘超椭圆异型孔进行寻优，得到了超椭圆异型

螺栓孔轮廓的最优解。结果表明：设计得到的超椭圆螺栓孔结构可以在保证可靠传力的同时，使孔边应力降低 19%。与其他异型孔

方案相比，该模型设计参数少，模型简洁，均衡优化所获得的超椭圆异型孔的设计稳健性较好。

关键词：结构优化；异型孔；超椭圆曲线；多目标优化；灵敏度分析；螺栓孔；轮盘；航空发动机

中图分类号：V214.19；V232.3 文献标识码：A doi：10.13477/j.cnki.aeroengine.2018.02.010

Equilibrium Optimize Design of Hyper-elliptic Non-circular Bolt Hole of Disk
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Abstract: An equilibrium optimization design method of the hyper-elliptic curves bolt hole of disk was proposed based on double

consideration of reducing the hole edge stress of pore structure for aeroengine disks and assembly requirements. The concept of shape-
variation-degree was defined to depict the degree of changes for hole profile on the basis of reducing the hole edge stress. The equilibrium
optimization model consist of two competitive objectives was built袁 in which hole edge stress reduction and low shape-variation-degree were
considered. Combined with Pareto optimal solution theory袁 multi-objective evolutionary algorithm was used to optimize hyper-elliptic non-
circular hole of disk袁 and the optimal solution of hyper-elliptic non-circular bolt hole profile was obtained. The results show that the
designed hyper-elliptic bolt holes structure can reduce the stress on the hole edge by 19% while ensuring reliable force transmission.
Compared with other non-circular hole program袁 the model is concise and with less design parameters .In addition袁 the robustness of the
design for equilibrium optimization hyper-elliptic non-circular hole is better.

Key words: structure optimization曰 non-circular hole曰 hyper-elliptic curves曰 multi-objective optimization曰 sensitivity analysis曰 bolt
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0 引言

航空发动机实际服役情况和试验表明，高转速下

的发动机轮盘的孔结构极易出现应力集中，导致整体

结构强度储备降低[1-2]。对于发动机盘类部件的螺栓连

接而言，螺栓通孔在交变应力作用下容易产生疲劳裂

纹并扩展到附近的承力结构，最终导致整个结构失

效[3]。因此，降低孔边应力集中并提高轮盘乃至整个发

动机的寿命，是提高发动机安全性和可靠性亟需解决

的关键问题[4-5]。解决孔边应力集中问题的传统措施有

孔边倒角、抛光以及改变结构尺寸等，但这些常规方

法降低应力的效果并不明显，甚至会增加结构质量[6]。

针对此类问题，美国 GE 公司和法国 SNECMA 公司

联合研制的 CFM56-Ⅲ型航空涡轮发动机将位于高

压涡轮盘前安装边的螺栓孔改进为 1 种 8 圆弧连接

异型螺栓孔，并于 1984 年通过适航认证。这一反传统

结构引起了中国航空发动机学者的关注。对其孔边受

力特性的研究表明，这种异型孔可以有效降低螺栓孔
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附近应力的大小，改善应力的分布情况，从而提高发

动机的寿命 [7-8]。然而，8 圆弧异型孔轮廓设计参量较

多，优化模型也略显复杂，而且由于采用异型孔会导致

孔轮廓尺寸增大，给连接结构的传力带来负面影响。

为克服上述缺点，本文基于超椭圆曲线引入 1 种

数学模型更为简洁的异型孔结构方案对轮盘螺栓孔

进行优化，通过引入超椭圆孔轮廓异型度，对优化过

程中的孔轮廓尺寸变化幅度进行控制。此外，对最优

解附近设计变量灵敏度进行了分析。

1 超椭圆孔轮廓特征及分析

1.1 超椭圆孔及轮廓异型度的定义

自 1812 年 Adolph G觟pel 首次提出以来，超椭圆

方程已经演变出多种形式，并且在不同领域得到广泛

应用，如密码学、数学、宇宙学和工程领域等[9-11]。其最

常见的 1 种形式为

x
a

m

+ y
b

n

=1 （1）

式中：a、b 为超椭圆半轴长，主要限制超椭圆孔大小；

m、n 为形状指数，决定超椭圆形状。

为保证超椭圆轮廓光滑连接，超椭圆指数取值均

大于 2。m、n 取值不同时得到的超椭圆螺栓孔轮廓形

状如图 1 所示。

研究表明，随着指数 m、n 的增大，孔边最大应力

有明显下降，但得到的超椭圆孔轮廓可能接近方孔，

孔轮廓面积也相应增大，这会明显减少连接面接触面

积。对于类似的螺栓连接结构，螺栓孔轮廓面积的增

大会加剧预紧力损失，减小连接结构抗滑移系数，进

而降低结构抗剪承载能力，最终影响连接单元间的传

力传扭[12-14]。

为比较超椭圆孔与原螺栓孔（基圆）的面积变化，

本文引入超椭圆异型度 Rs

Rs=
Sh

Sc
-1蓸 蔀×100% （2）

式中：Sc 为基圆面积；Sh 为超椭圆孔轮廓面积。当 0≤

x≤a，0≤y≤b 时，式（1）可变形为

y=f（x）=b· 1- x
a蓸 蔀 m蓸 蔀 1

n

（3）

基圆面积 Sc 可按圆形面积公式求得

Sc=πr2 （4）

式中：r 为优化前圆形螺栓孔半径。

而 Sh 的求解为

Sh=4
a

0乙 f（x）dx （5）

对该式做数值积分可得

Sh≈4h f（0）+f（a）
2

+
p-1

i=1
移f（0+i·h）蓸 蔀 （6）

式中：h=a/p；a、b 为超椭圆半轴长，为方便装配，设定

异型孔轮廓与基圆在 x，y 轴相切，即 a=b=r；Sc 始终小

于 Sh；p 为积分区间内采样点数；h 为计算精度，一般

设为 0.001。

a、b 确定时，超椭圆孔异型度只与指数 m、n 有

关。超椭圆异型度随 m、n 的变化关系如图 2 所示。

从图中可见，随着指数 m、n 的增大，超椭圆孔异

型度逐渐增大，当指数大于 6 时，异型度甚至超过

25%（图 1（b）），这无疑会阻碍结构间的可靠传力和

传扭。

1.2 涡轮盘超椭圆孔异型度设计分析

某航空发动机轮盘连接单元由 1 根长螺栓将前

鼓筒轴、封严盘和涡轮盘装配在一起，如图 3 所示。其

中涡轮盘前安装边通过托板自锁螺母与螺栓配合，连

接结构的剖面如图 4 所示[15]。

采用异型螺栓通孔结构时，降低孔边应力当然是

主要目标，但还需要注意由于孔轮廓的改变（即异型

（a）m=n=4 （b）m=6，n=10
图 1 超椭圆曲线几何形状（m，n >2）

（a）m=n （b）m屹n

图 2 超椭圆孔异型度随指数m、n的变化关系
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度变化）对螺栓连接结构传力可靠性的影响。对于图

3 中的轮盘螺栓连接结构，涡轮盘螺栓孔面积增大会

导致涡轮盘前安装边与托板螺母的接触面积（即图 4

中的接触面 B）减小，轮盘端面上螺栓孔周围产生高

压应力，使得孔边被压平磨光，因此会降低螺栓结构

的抗滑移承载能力，影响结构传力和传扭[13]。此外，异

型度较大的螺栓孔更加接近方孔，给加工和装配带来

困难。

因此，采用超椭圆异型螺栓孔时，在追求应力降

低的同时，应尽量保持孔轮廓异型度较小。这也使得

设计更稳健，有利于提高结构的可靠性和降低加工装

配的难度。

2 涡轮盘超椭圆螺栓孔均衡优化设计方法

2.1 多目标超椭圆异型螺栓孔均衡优化模型

在设计变量变化范围内，异型孔孔边应力随孔轮

廓异型度的增大而降低[5]。优化时，单一寻求更低的孔

边应力，可能会导致螺栓孔异型度过大，从而导致装

配精度降低、加工难度增大，进而使传力的可靠性降

低。为此，本文提出 1 个多目标均衡优化模型，该优化

模型包括 2 个互斥的单目标函数，借以均衡考虑超椭

圆螺栓孔异型度减小与孔边应力降低 2 个互相制约

的优化目标。在有效降低孔边应力至设定值的同时，

保证超椭圆孔具有恰当的异型度，从而保证结构的可

靠传力。其具体形式为

优化目标：
max f1（滓max）=R滓
min f2（m,n）=Rs
嗓 （7）

约束：Mlow.≤m≤Mup.

Nlow.≤n≤Nup. （8）

式中：Mup.、Mlow.和 Nup.、Nlow.分别为 m、n 的上下取值边

界；滓max 为孔边最大第 1 主应力。

优化目标由 2 个互斥的目标函数 f1（滓max）和 f2
（m，n）组成，Rs 见式（2），Rσ 为孔边应力降低率

Rσ= 1- 滓max

滓r蓸 蔀×100% （9）

式中：滓r 为原螺栓孔孔边最大应力。

2.2 某涡轮盘超椭圆螺栓孔均衡优化

考虑到超椭圆异型螺栓孔多目标均衡优化模型

的目标函数与设计变量成复杂的非线性关系，采用经

典的多目标优化方法 NSGA-Ⅱ对其进行寻优。该方

法基于 Pareto 非劣占优原理，得到的 Pareto 前沿（即

非劣最优解组成的集合）分布均匀，适用于求解适应

度函数复杂的多目标优化问题[16-18]。

对于某型涡轮连接结构（图 3、4），其正常工作时

涡轮盘前安装边受到多种因素影响，如离心力、扭矩、

预紧力、轴向载荷、径向温度梯度和过盈配合产生的

载荷等。为兼顾优化模型高效且易行，须对载荷进行

简化。涡轮盘螺栓孔孔边应力水平主要受离心载荷影

响，优化时仅考虑轮盘及叶片离心载荷所得到的孔

型，即使在复杂载荷模型下也保持其优势，依然为应

力最小的孔型[5-7]。

采用文献[5]、[6]所提供的简化力学模型，基于超

椭圆孔均衡优化设计方法，对图 3 中的涡轮盘前安装

边上螺栓孔进行优化，步骤如下：

（1）设定优化参数。涡轮盘材料为 GH4169；轮

盘工作转速 棕max=14731 r/min，工作温度为 450 ℃；

超椭圆曲线半轴长 a=b=r（基圆半径）；2 mm≤m（n）
≤6 mm。

（2）基于轮盘简化力学模型，运用 Ansys 有限元

分析得到孔边第 1 最大主应力；运用式（2）~（6）计算

得到孔轮廓异型度。建立超椭圆螺栓孔多目标均衡优

图 3 轮盘连接结构

图 4 轮盘螺栓连接单元

封严盘

前鼓筒轴

涡轮盘

封严盘

前鼓筒轴
前安装边

接触面 A

接触面 B
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化模型。

（3）运用非劣占优多目标遗传算法（NSGA-Ⅱ）对

模型进行 Pareto 非劣占优评估，得到满足收敛代数和

终止准则的 Pareto 前沿。

（4）分别设定模型中 2 个优化目标理想优化值

R滓
*
=19.0%，R s

*
=0。

（5）对 Pareto 前沿的非占优解进行二次挑选，最

终获得最接近设计者理想值的最优设计解。优化流程

如图 5 所示。

3 优化结果与讨论

3.1 超椭圆螺栓孔优化结果

基于均衡优化方法可得单参量（m=n）和双参量

（m≠n） 时超椭圆螺栓孔多目标均衡优化问题的

Pareto 前沿，如图 6、7 所示。

图 6、7 中 Pareto 前沿曲线上方的区域为设计可

行域，超椭圆孔最优解位置如箭头所示，优化所得设

计参数见表 1。

由此可见，本文提出的均衡优化方法可有效地在

2 个互斥的优化目标间寻得折衷解，在孔边应力下降

率达到预期值的同时，使得孔轮廓异型度最小，保证

了连接结构的可靠传力。

3.2 异型孔优化模型及优化效率比较

将超椭圆螺栓孔均衡优化模型与文献[19]中提出

的 8 圆弧光滑连接的异型螺栓孔优化模型比较，并通

过式（10）求解 2 种模型的全局搜索能力（GSC）对二

者的稳定性进行对比。

祝GSC=（k/N）×100% （10）

式中：N=30，表示重复独立运行 2 种模型的次数；k 为

得到全局最优解的次数。

2 种优化模型主要区别见表 2。

经对比可知，8 圆弧异型孔降低孔边应力的效果

更加明显，而超椭圆螺栓孔均衡优化模型则更加简

洁，设计变量数目更少，寻优空间更好把握，优化耗时

也明显降低，且优化效果较均衡，具备较好的传力传

扭性能。此外，多个优化目标加强了对寻优空间的搜索

图 5 超椭圆螺栓孔均衡优化方法

图 6 单参量超椭圆孔 Pareto 前沿（m=n）

图 7 双参量超椭圆孔 Pareto 前沿（m≠n）

超椭圆孔类型

单参量（m=n）

双参量（m≠n）

最优设计

m=n=3.35

m=3.1

n=4.4

Rσ/%

19.1

19.3

Rs/%

15.4

16.0

表 1 超椭圆孔优化结果

项目

目标函数

设计变量数目

可行域

计算量

异型度 Rs /%

应力下降率 R滓/%
全局搜索能力 祝GSC/%

8 圆弧异型孔

R滓max
5 参量

2~100

630

21.3

23.14

83.3

双参量

2~6

180

16.0

19.3

96.7

单参量

2~6

180

15.4

19.1

96.7

R滓max & Rsmin

超椭圆孔

表 2 2种异型螺栓孔优化模型对比
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能力，便于准确定位得到最

优解，提高了优化方法的稳

定性。2 种孔型的轮廓差异

的直观对比如图 8 所示。

4 设计稳健性分析

4.1 超椭圆螺栓孔孔边

应力响应面

为分析设计变量对孔

边应力下降率的影响，分别做单参量和双参量超椭圆

孔应力响应面。

（1）单参量超椭圆孔应力响应面如图 9 所示。

单参量超椭圆孔指数 m 增大时，应力下降率先

增大后减小；m=4.0~4.5 时，孔边应力下降最为明显。

运用多项式拟合应力下降率的响应面函数为

R滓=g1（x）=p1x6+p2x5+p3x4+p4x3+p5x2+p6x+p7 （11）

式中：x 代表指数 m=n；p1~p7 为拟合多项式系数，其取

值见表 3，该情况下拟合的均方根误差RMSE=0.6389。

（2）双参量超椭圆孔应力响应面如图 10 所示。

从图中可见，孔边应力下降率随指数 n 的增大而

单调增大，随 m 的增大先增大后减小，当 m=3.0~3.8

时，达到峰值。同样采用多项式对该响应面进行拟合，

得到孔边应力降低率与指数间关系为

R滓=g2（x,y）=p00+p10x+p01y+p20x2+p11xy+p02y2+p30x3+

p21x2y+p12xy2+p03y3+p40x4+p31x3y+p22x2y2+p13xy3 （12）

式中：x、y 分别为指数 m、n；系数 p00~p13 的取值见表

4，此时均方根误差 RMSE=1.734×10-12。

从图 9、10 中箭头所指位置可见，设计的均衡优

化模型所得到的最优解在满足应力降低目标的同时，

选择了指数相对较小，即异型度较小的均衡解（因超

椭圆指数与异型度成单调递增关系，图 2）。此时，最

优解附近响应面变化较为平缓，设计具有较好的稳健

性[20-21]。

4.2 设计灵敏度分析

在结构的优化中，灵敏度分析作为反映稳健性的

重要指标日益得到重视[22-23]。对于结构复杂的优化问

题，其功能函数不能明确表达时，灵敏度分析常采用

响应面法获得[24]。考虑到超椭圆孔孔边应力降低率随

指数变化基本连续，且数学模型简洁，变量较少，采用

对响应面的拟合多项式求导数和偏导数的方式来计

算其最优解附近的灵敏度。对式（11）和（12）分别求导，

绘制其灵敏度随指数变化的曲线，如图 11、12 所示。

图中箭头所指为最优解，在 2 种情况下，其所在

区域的指数灵敏度都相对较小。这意味着优化得到的

超椭圆螺栓孔不会因为轮廓的微小变化而产生过于

明显的孔边应力变化，并表明均衡优化所获得的超椭

圆螺栓孔设计点具备较好的稳健性。这在一定程度上

也对未来加工误差的控制和加工方法的选择提供了

方便。

图 8 不同螺栓孔优化

轮廓对比

图 9 单参量超椭圆孔应力下降率响应面

p1

-1.912×10-1

p2

4.846

p3

-50.11

p4

270.6

p5

-807.3

p6

1273

p7

-820.6

表 3 单参量响应面拟合多项式系数

图 10 双参量超椭圆孔应力下降率响应面
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p00

-51.12

p21

-1.036

p10

24.81

p12

0.6968

p01

16.19

p03

0.2611

p20

-3.886

p40

-2.73×10-2

p11

0.2234

p31

8.265×10-2

p02

-3.605

p22

8.819×10-3

p30

0.4293

p13

-5.993×10-2

表 4 双参量响应面拟合多项式系数
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5 结论

本文针对轮盘螺栓孔孔边应力集中问题提出了 1

种超椭圆螺栓孔均衡优化方法，得到以下主要结论。

（1）提出的超椭圆螺栓孔设计方法均衡考虑了 2

个相互制约的目标函数，得到的超椭圆螺栓孔能按设

计需求有效降低孔边应力，且孔轮廓异型度较小，保

证了可靠的传力。

（2）超椭圆孔数学模型简洁，设计变量更少，寻优

空间更易把握，优化效率和稳定性较高。

（3）均衡优化获得的超椭圆异型孔应力响应灵敏

度较小，设计稳健性较好。
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