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摘要：为了对复合材料结构设计模型进行优化，基于 Hencky 假设，考虑剪切应力的影响，建立了复合材料层合板的有限元分析

模型，在微观力学角度上改进 3 相桥联模型，预测能量损耗因子，获得目标复合材料层合板的固有频率、振型以及比阻尼容量等振

动相关参数。以碳纤维材料层合板为例，将计算结果与现有文献结果进行对比，验证了改进模型的正确性。矩形层合板具体分析结

果表明：复合材料层合板在一端固支下，无论是长度还是宽度的变化，对第 1 阶固有频率的影响都很微弱；第 4、5 阶固有频率表现

出趋于同频现象，振型也会产生类似变化趋势；在长度和宽度变化下，第 6 阶模态结果则表现出相反的对数变化轨迹。
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Research on Damping Characteristic of Composite Laminated Plates Considering Shear Effect
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Abstract: To optimize the composite structure design model, based on the Hencky hypothesis袁the finite element analysis model of the
composite laminated plates was established considering the influence of shear stress. The three-phase bridge model was improved from the
angle of micromechanics袁 the energy loss factor was predicted袁 the natural frequency of the composite laminated plates袁vibration
parameters such as vibration mode and specific damping capacity were obtained. Taking the carbon fiber laminated plates for example袁 the
calculation results were compared with the existing literatures袁 and the correctness of the improved model was verified. The analysis results
of rectangular laminated plates show that袁 both length and width changes of the composite laminated plates袁clamped on one side, has a
slight influence on the natural frequency of the first order; the fourth and fifth orders tend to common frequency, and the vibration mode has
the same variation tendency; while results of the sixth order mode show contrary logarithm varying trajectory as the length and width change.
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0 引言

先进的复合材料作为当前最具研究前景的新型战

略材料被广泛应用于航空航天结构件上。复合材料与

传统广义上的混合材料的本质区别在于采用复杂的复

合工艺从微观层次上将不同材料进行搭配组合，使得

各基础材料性能的不足得以互相弥补。这种制造工艺

决定了复合材料具有灵活的可设计性优点，可以通过

材料设计使各材料在性能上产生预期的相互协同效

应，从而获得理想的抗疲劳、耐腐蚀、高强度质量比的

新型复合材料，满足航空发动机复杂外部环境的需求。

因此复合材料成为现阶段航空发动机结构设计中最重
要的先进材料之一[1-4]，应用于风扇叶片、导流板、降噪
蜂窝内衬以及外涵机匣等航空发动机冷端部件。与传

统钛合金相比，航空发动机结构中应用先进复合材料
的减质效果明显。据美国 NASA 统计，减质比可达
13.1%。然而在使用先进复合材料进行部件结构设计

时，材料的阻尼特性预测比传统钛合金复杂得多。有关
复合材料层合板的研究显示，复合层数、各层铺设角
度、各层厚度与其阻尼特性有着直接联系，因此预测和

分析在复杂的外部载荷下复合材料的阻尼特性是结构
设计师最关心的问题之一。国内外学者[5-11]对此做了大

量研究工作，总结了先进复合材料结构的阻尼表现机
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理，有纤维和基体固有的黏弹性阻尼、复合材料界面相
阻尼、复合材料损伤的耗散阻尼等。

在工程应用中，对于板壳结构的处理方法有
Kirchhoff 假设和 Hencky假设，后者相对于前者考虑了
剪切变形的影响。上述研究工作中的复合材料模型大
多基于 Kirchhoff 板壳假设，未考虑剪切应力对有限元
模型的影响。研究表明，剪切变形对复合材料层合板结
构的阻尼特性影响显著，而且影响效果随着板的厚度
增加而增强。本文引入 Hencky[12-13]假设在剪切应力的
影响下，建立了复合材料层合板的有限元分析模型，该
模型可广泛适用于薄板和中厚板。本文利用 Matlab 软
件对上述模型理论进行了计算，通过算例验证了等效
损耗因子预测模型，最后具体分析了矩形层合板结构
的长宽比对固有频率和振型的影响规律。

1 有限元模型

有限元分析关键在于计算工程结构的刚度矩阵[K]

[K]=
V e乙 [B]T[D][B]dV （1）

式中：上标 e 代表单元，V 代表单元的体积；[B]为几何
矩阵，[D]为刚度系数矩阵，分别反映了单元内部的应变
-位移关系和应变-应力关系。
1.1 几何矩阵

如图 1 所示，基于 Hencky 假设下，板上任意 1 点
的位移函数为

u（x，y，z，t）=z兹y（x，y，t）
v（x，y，z，t）=z兹x（x，y，t）
棕（x，y，z，t）=棕（x，y，t）

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

（2）

式中：兹y（x,y）和 兹x（x,y,t）为中间层平面的转动角度。

此时，应变矩阵 着表示为

{着i}=

着x

着y

酌xy

酌yz

酌zx

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

伤

赏

设设设设设设设设设商设设设设设设设设设

=

z 坠兹y坠x
-z 坠兹x坠y

z 坠兹y坠y - 坠兹y坠x
蓸 蔀

坠棕坠y -兹x

坠棕坠x +兹y

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设设设设

伤

赏

设设设设设设设设设设设设设设设设商设设设设设设设设设设设设设设设设

=[B]{啄}e （3）

式中：{啄}e 为单元的结点位移值；[B]为几何矩阵，二者详

细表示如下

{啄}e=[w1 兹x1 兹y1 … w8 兹x8 兹y8]T

[B]=[B1 … B8]
嗓

中面为平面曲边四边形的 8 结点板单元如图 2 所

示。其中面形状和厚度描述为

x=
8

i=1
移Nixi，y=

8

i=1
移Niyi，h=

8

i=1
移Nihi （4）

8 结点 Hencky 板壳壳单元的形函数为

Ni=

1
4
（1+孜i 孜）（1+浊i浊）（孜i 孜+浊i浊-1），（i=1，2，3，4）

1
2
（1-孜i

2
）（1+浊i浊），（i=5，7）

1
2
（1+孜i 孜）（1-浊i

2
），（i=6，8）

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

（5）

式中：Ni（孜，浊）为局部坐标的插值函数。

而[B]矩阵要求对整体坐标进行求导，坐标转换有

坠Ni坠x
坠Ni坠y

扇

墒

设设设设设设缮设设设设设设

伤

赏

设设设设设设商设设设设设设

=[J]-1
坠Ni坠孜
坠Ni坠浊

扇

墒

设设设设设设缮设设设设设设

伤

赏

设设设设设设商设设设设设设

（6）

式中：[J]为雅可比矩阵，阶次为 2×2。

结合式（2）~（5），可写出任意位置点 i（孜，浊）的形

函数 Ni，根据式（6）计算形函数 Ni 对坐标 x，y 的 1 阶

偏导数。

1.2 等效刚度矩阵

假设材料表现为正交各向异性，各层的应力与应

变关系为

{滓i}=[Q]{着i} （7）

式中：[Q]为刚度相关矩阵，各非零元素为

Q11=
E1

2

E1-v12
2 E2

，Q22=
E1E2

E1-v12
2 E2

Q12=
v12E1E2

E1-v12
2 E2

，Q44=Q66=G12

Q55=G23=
E2

2（1+v23）

扇

墒

设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设

（8）

图 2 8结点 Hencky 板单元

图 1 考虑剪切影响时转角与位移关系
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式中：E1、E2 分别为材料在 0毅、90毅方向的杨氏模量；ν

为材料的泊松比。

为了体现各层的铺层

方向，在微观层次下统一复

合材料纤维的坐标系统，如

图 3 所示。此时单层结构主

轴方向 1-2 与 x-y 坐标之

间的夹角为 兹k（k=1，2，…，

n）。引入坐标转换公式

T{着i}=

l2 m2 2lm 0 0

m2 l2 -2lm 0 0

-lm lm l2-m2 0 0

0 0 0 l -m
0 0 0 m l

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

着x

着y

酌xy

酌yz

酌zx

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

伤

赏

设设设设设设设设设商设设设设设设设设设

（9）

其中 l=cos兹，m=sin兹。
于是，任意 兹角方向刚度矩阵可以表示为

[Qij]=[T]-1[Qij][T]-T，{滓軍ij}=[Qij]{着軈ij} （10）

N层结构的层合板总应变能可写成

U= 1
2 V乙 {着}T[D]{着}dV=

N

k=1
移

赘乙 hk

h(k-1)
乙 {着軈i}T[Qij

k
]{着軈j}dzd赘 （11）

式中：赘为待积分平面；hk 和 hk-1 为第 k 层板的上、下面

的坐标值。

将式（3）代入式（11）中，计算层合板刚度系数矩阵

Dij=
4
h3

N

k=1
移Q軍ij

k

（hk
3
-hk-1

3
），（i，j=1，2，6）

Dij=
1
h

N

k=1
移Q軍ij

k

（hk-hk-1），（i，j=4，5）

扇

墒

设设设设设设设缮设设设设设设设

（12）

1.3 特征方程

层合板系统内部的总应变能为

U= 1
2

{啄}T[K]{啄} （13）

式中：{啄}为节点位移。

类似地，层合板总动能可表示为

T=- 1
2
棕2{啄}T[M]{啄} （14）

式中：[M]为总质量矩阵；棕为角频率。

根据最小势能原理

坠坠啄（U+T）=0 （15）

得到标准特征方程

（[K]-棕2[M]）{啄}=0 （16）

通过式（16）可以求得各特征值 棕r 以及相对应的

各模态振型 啄r。

2 比阻尼容量

计算系统的耗散能量 驻U 与系统的最大应变能 U
的比值，将上述比值定义为 1 个周期内的比阻尼容量

准SDC，即

渍=驻U
U （17）

在此基础上，假设系统结构中的耗散能量 驻U 等

于各方向应力产生耗散能量之和

驻U= 1
2

[
V乙 追11滓1着1dV+ V乙 追22滓2着2dV+ V乙 追13滓4着4dV+

V乙 追23滓5着5dV+ V乙 追12滓6着6dV ] （18）

或者简化成

驻U= 1
2 V乙 {着i}T[追]{滓i}dV （19）

其中[追]=

追11

追22 0

追12

0 追23

追13

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

式中：鬃ij 为上述各向的损耗因子。

本文通过对三相桥联模型[14]等效方法进行改进求

得，式（18）可以整理为

赘乙 h乙 {着}T[Dd]{着}dzd赘=

N

k=1
移

赘乙 hk

h(k-1)
乙 {着軈i}T[Rij

k
]{着軈j}dzd赘 （20）

其中 [Rij
k
]=[T]-1[追][Qij

k
][T]-T （21）

求解等效阻尼刚度系数矩阵 Dd 与 D 类似，将式

（12）中 Qij
k
替换成 Rij

k
，Rij

k
如式（21）所示。

层合板系统的耗散能 驻U表示为

驻U= 1
2

{啄}T[Kd]{啄} （22）

式中：[Kd]为系统阻尼矩阵，其表达式虽与[K]类似，但不

再是对称矩阵。

任意阶模态振型 啄r 可通过式（16）得到，最大应变

能 U和耗散能量 驻U可以根据式（13）、（22）得到。将 U

图 3 局部坐标与整体坐标

的几何关系

3

兹

2 1
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和 驻U代入式（17）得到各阶比阻尼容量 渍r。

3 模型验证

本文基于 Hencky 理论假设，建立了 8 结点四边形

板壳单元模型，对其各阶固有频率进行预测，并利用能

量法求解各阶模态比阻尼容量。约束条件为一端固支

的情况。为了验证有限元模型的有效性，首先将计算结

果与文献[15]中瑞利 - 里兹法的理论值和试验结果进

行比较。

目标复合材料 913C-TS 与 913C-HTA 的材料参

数见表 1。

目标复合材料层合板材料参数详见文献[15]，对结

果进行比较见表 2、3。

从表中可见，在 2 种材料和铺层设置情况下，无论

是固有频率或者比阻尼容量，本文提出的改进模型的

预测结果与瑞利 - 里兹法解析以及文献[15]中试验结

果吻合性良好，初步说明了改进模型的有效性，在原有

研究基础上考虑了剪切效应的影响，可进一步用于试

验测试验证及参数讨论，对碳纤维复合材料层合板等

效损耗因子的研究提供了新方法，在其阻尼特性研究

上具有较高的参考价值。总的来说，固有频率各结果之

间的误差基本小于比阻尼容量之间的误差，侧面反映

了阻尼机理的复杂性以及难以预测性。

4 参数讨论

根据本文建立的 Hencky 理论有限元模型详细讨

论复合材料层合板的结构几何参数（主要是边长）对前

6 阶固有频率的影响，如图 4、5 所示。

从图 4 中可见，第 1、3 阶固有频率变化幅度微小，

其振型分别表现为 1 阶弯曲和 2 阶弯曲，说明层合板

弯曲变形受宽度 a 变化影响很小；第 6 阶固有频率在

各阶段的幅度变化程度不同，当边长比值在 0.6 附近

时，第 6 阶固有频率幅度变化最为显著，而比值达到

0.7 时，第 6 阶固有频率变化幅度趋于平缓；（3）第 4、5

E1/GPa

E2/GPa

G12/GPa

G23/GPa

自12

追11/%

追22/%

追12/%

追23/%

籽/(kg/m3)

913C-TS
110.0
9.0
3.9
3.9
0.34
0.75
5.95
6.79
6.79
1513

913C-HTA
124.5
10.2
6.3
6.3
0.34
0.55
4.98
5.92
5.92
1532

表 1 目标复合材料属性参数

固有频率 /Hz

比阻尼容量 SDC

前 6 阶

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

瑞利里兹

41.0

78.4

114.53

160.0

179.2

217.4

6.69%

5.94%

6.31%

0.76%

2.06%

5.88%

试验

39.2

76.4

111.8

161.9

178.6

215.5

8.33%

5.36%

7.13%

0.67%

2.31%

5.51%

本文模型

40.1

77.2

112.0

157.0

176.0

217.0

6.70%

5.94%

6.30%

0.77%

2.06%

5.89%

表 2 层合板材料 913C-TS 参数

注：各纤维铺层角度均为 0毅，a=252 mm，b=192 mm，h=1.155 mm。

固有频率 /Hz

比阻尼容量 SDC

前 6 阶

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

瑞利里兹

33.4

73

95.2

98.5

117.4

181.4

3.72%

1.20%

0.80%

2.40%

1.73%

2.49%

试验

38.5

71.4

94.5

101.5

120.2

180.9

3.18%

1.42%

0.94%

2.66%

1.93%

2.80%

本文模型

32.6

71.5

93.3

96.4

115.0

178.0

3.75%

1.21%

0.81%

2.42%

1.74%

2.53%

表 3 层合板材料 913C-HTA 参数

注：纤维铺层角度为[0毅/90毅/45毅/-45毅]，a=287 mm，b=287 mm，

h=1.045 mm。

图 4 边长 a对固有频率的

影响（T300/BMP316）

图 5 边长 b对固有频率的

影响（T300/BMP316）

1600

1200

800

400

0

a/b
1.00.80.60.4

b=180 mm
a 第 1 阶

第 2 阶
第 3 阶
第 4 阶
第 5 阶
第 6 阶

a=100 mm

第 1 阶
第 2 阶
第 3 阶
第 4 阶
第 5 阶
第 6 阶b

3000

2500

2000

1500

1000

500

0

a/b
1.00.90.80.70.60.5
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阶固有频率均随宽度 a的增加呈近似线性降低，且各

阶频率接近。

从图 5 中可见，第 1、2 阶固有频率表现平缓，第

3~5 阶固有频率均随长度减小呈一定比例线性提高，

且第 4、5 阶固有频率变化十分接近，而第 6 阶固有频

率受长度变化的影响同样是最为显著。

综上所述，第 1 阶固有频率受层合板结构的长宽

比影响微小，第 2~5 阶频率轨迹大多呈近似线性变化，

而第 6 阶固有频率受长宽比变化影响最大。从层合板

结构几何参数上详细分析了长宽比对结构各阶模态特

性的影响，对结构部件抗振优化设计有一定参考价值。

5 总结

本文应用 Hencky 假设，考虑剪切效应，建立了复

合材料层合板结构的有限元模型，通过推导层合板总

刚度、质量、阻尼矩阵，引入了耗散能原理，求解了目标

算例复合材料层合板的前 6 阶模态及相应的比阻尼容

量。将结果与现有文献的理论解进行对比，初步验证了

本文改进模型的有效性，并结合试验结果进一步说明

模型的准确性。

研究表明：复合材料层合板在一端固支下，无论是

长度还是宽度的变化，对第 1 阶固有频率的影响都很

微弱，而第 4、5 阶固有频率表现出趋于同频现象，振型

也会产生类似变化趋势。而在长度和宽度变化下，第 6

阶模态结果则表现出相反的对数变化轨迹。
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