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摘要：针对航空发动机薄壁构件在实际工作中受到的噪声影响的问题，基于虚拟激励法原理，利用改进的傅里叶级数法处理

位移函数和白噪声激励，对薄板进行了任意弹性边界条件下的随机振动响应分析。推导并计算了白噪声激励下薄板的位移响应功

率谱，将响应功率谱与 ANSYS 自带谱分析模块结果进行对比分析，证明了改进方法的准确性。该方法使用簧代替经典边界条件，改

变弹簧的刚度系数组合可以高效准确地处理其他更复杂的结构以及边界条件。
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Abstract: To investigate the influence of noise on thin-panels of aeroengine in actual operation袁 the displacement function and white
noise excitation were processed by the improved Fourier series method based on the virtual excitation method袁 and the random vibration
response analysis of thin-panels was carried out under arbitrary elastic boundary conditions.The displacement response power spectrum of
thin plates was deduced and calculated under the white noise excitation袁 and the response power spectrum was compared with the results of
the ANSYS spectrum analysis module袁the accuracy of the improved method was proved.This method used springs instead of classical
boundary conditions and changed the stiffness coefficient combinations of springs to deal with other more complicated structures and
boundary conditions efficiently and accurately.
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0 引言
薄壁结构作为航空发动机及飞机的基本构件之

一，各种约束条件下的计算研究受到国内外学者的普

遍关注，应用不同方法对薄壁结构的弯曲振动进行研

究，例如：Rao G V、Mirza W H、Kerstens J G M 等[1-3]采

用有限元法、Narita Y、Kim C S 、Laura P A A 等[4-6]采用

瑞利 - 李兹法、Li W L[7-8]采用改进的傅里叶级数法、贺

国京等[9]应用能量泛函角度将位移量分离为静态位移

和动态位移，研究了不同边界条件下矩形薄板的弯曲

振动；陈英杰[10]以混合变量的形式求解了不同边界条

件下受均布载荷的薄板弯曲情况；鲍四元、姚伟岸、邢

誉峰等[11-13]采用辛对偶求解法获得了矩形薄板自由、受

迫振动问题的通用解析解，克服了不同边界采用不同

位移函数的传统弊端，明显提升了计算效率。

航空发动机以及飞机中的薄壁结构在实际使用

过程中通常伴随着噪声的作用，噪声载荷是有一定频

率特性的随时间、空间分布的随机压力载荷，从而会

引起结构的随机振动。林家浩[14]提出的虚拟激励法

（PEM）很好地解决了工程中研究复杂结构的随机振

动方法中计算效率低、误差大的问题；许多学者[15-19]已

经将 PEM 应用在航空航天、汽车制造、高速列车、海

洋工程以及桥梁抗震等领域。与常规 CQC（完全二次

相组合方法）法以及 SRSS（平方和开平方法）法相比，

在随机振动研究中 PEM 由于其计算精度准确、效率

高而广受欢迎。
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本文利用改进的傅里叶级数法对位移函数和激

励进行傅里叶展开，通过改变弹簧刚度模拟常用边界

条件，利用 PEM 将白噪声激励构造成简谐激励，对动

力学微分方程进行求解，计算结构位移响应功率谱密

度，并将结果与有限元软件仿真进行对比。

1 理论模型

以矩形薄壁板为研究对象，如图 1 所示。在边界

上设置横向位移约束弹簧和旋转约束弹簧，所有的经

典边界条件（自由、简支和固支）都能通过指定弹簧系

数设置为无穷大或零来获得。当约束横向位移方向弹

簧的刚度值为无穷大，而约束旋转弹簧的刚度值为

零，即可实现简支边界。

在噪声载荷 P（x，y，t）作用下，薄壁板受迫振动方

程为

D塄4w+籽h 坠2w坠t2 =P（x,y,t） （1）

假设解的形式为

w=
N

m=1
移Tm（t）Wm（x,y） （2）

则矩形薄板的横向振动微分方程为

D塄4w（x,y）-籽h棕2W（x,y）=P軌（x,y） （3）

弹性支撑边界条件为

x=0:
kx0W=-D 坠3W坠x3 + 坠3W坠x坠y2蓸 蔀
Kx0坠W /坠x=D 坠2W坠x2 +滋 坠2W坠y2蓸 蔀

扇

墒

设设设设设设缮设设设设设设

x=a:
kxaW=D 坠3W坠x3 + 坠3W坠x坠y2蓸 蔀
Kxa坠W /坠x=-D 坠2W坠x2 +滋 坠2W坠y2蓸 蔀

扇

墒

设设设设设设缮设设设设设设

y=0:
ky0W=-D 坠3W坠x2坠y + 坠3W坠y3蓸 蔀
Ky0坠W /坠y=D 坠2W坠y2 +滋 坠2W坠x2蓸 蔀

扇

墒

设设设设设设缮设设设设设设

（4）

y=b:
kybW=D 坠3W坠x2坠y + 坠3W坠y3蓸 蔀
Kyb坠W /坠y=-D 坠2W坠y2 +滋 坠2W坠x2蓸 蔀

扇

墒

设设设设设设缮设设设设设设

式中：k、K 分别为横向位移约束弹簧和旋转约束弹簧

的刚度系数，当 k、K=∞ 时，表示固支约束；当 k、K=0
时，表示自由；当 k=∞，K=0 时，表示简支约束。通过

改变 k 与 K 的数值，可以模拟不同的边界条件，提高

了算法的通用性和计算效率。

2 位移函数

对薄壁板的位移函数进行改进傅里叶级数展开，

表示成 1 个 2 维傅里叶双重余弦级数和 8 个辅助多

项式的组合形式

W（x，y）=
∞

m=0
移 ∞

n=0
移Amncos 姿amxcos 姿bny+

4

l=1
移 孜b

l
（y）

∞

m=0
移cm

l
cos 姿amx+孜a

l
（x）

∞

n=0
移dn

l
cos 姿bny蓸 蔀 （5）

式中：姿am=mπ/a，姿bn=nπ/b；Amn、cm
l
、dn

l
为傅里叶展开

系数和辅助项系数。

假设关于 x 的辅助项为

孜a
1
（x）= 9a

4仔 sin 仔x
2a蓸 蔀- a

12仔 sin 3仔x
2a蓸 蔀

孜a
2
（x）=- 9a

4仔 cos 仔x
2a蓸 蔀- a

12仔 cos 3仔x
2a蓸 蔀

孜a
3
（x）= a3

仔3 sin 仔x
2a蓸 蔀- a3

3仔3 sin 3仔x
2a蓸 蔀

孜a
4
（x）=- a3

仔3 cos 仔x
2a蓸 蔀- a3

3仔3 cos 3仔x
2a蓸 蔀

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设

（6）

其满足

孜a
1'
（0）=孜a

2'
（a）=孜a

3苁
（0）=孜a

4苁
（a）=1

关于 y 的辅助项为

孜b
l
（y）=

∞

n=0
移茁n

l
cos 姿bny

孜b
l"
（y）=

∞

n=0
移茁n

l'
cos 姿bny

孜b
l(4)
（y）=

∞

n=0
移茁n

l"
cos 姿bny

扇

墒

设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设

（7）

图 1 薄壁板结构通用弹性边界模型
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同样将载荷进行傅里叶展开为

P軌（x,y）=
∞

m=0
移 ∞

n=0
移qmmcos

m仔x
a cos n仔y

b
其中，系数

qmn=
4
ab

b

0乙 a

0乙 q（x,y）cos m仔x
a cos n仔y

b dxdy （8）

将位移函数（5）带入边界条件（4）及微分控制方

程（3），并根据余弦函数的正交性，可得

K- 籽h棕軍2

D M蓸 蔀 A=q （9）

3 平稳随机响应算法

3.1 常规算法

目标结构施加均匀平稳的随机激励，采用模态振

型叠加法求解动力学方程。考虑所有参振振型耦合

项，通过频响函数计算结构的响应谱

Syy（棕）=
n

j=1
移 m

i=1
移酌j酌i椎j椎i

THj
*
（棕）Hi（棕）Sxx（棕） （10）

式中：酌i、椎i、Hi（棕）、Sxx（棕）分别为第 i 阶振型参与系

数、第 i 阶振型、频响函数和激励功率谱。

因为式（10）考虑了振型耦合，故称为 CQC 方法。

使用模态振型叠加法（式（10））应用于复杂结构时，计

算量较大。为减小计算量，对式（10）进行简化近似处

理，忽略交叉项，得到

Syy（棕）=
m

i=1
移酌i

2椎i椎i
T
|Hi（棕）|2Sxx（棕） （11）

上述忽略模态振型耦合项的方法称为 SRSS 方

法。虽然该方法效率高，但是不适用于大部分结构（尤

其是 3 维结构）。

3.2 虚拟激励法

当单点平稳随机激励作用于线性系统时，记自谱

密度为 Sxx（棕），其振动响应的自功率谱为

Syy（棕）=|H（棕）|2Sxx（棕） （12）

当随机激励被 Sxx姨 ei棕t 替代即构造一虚拟激励

时，响应为y軇= Sxx姨 Hei棕t。则响应的功率谱矩阵为

[Syy（棕）]={y軇}*g{y軇}T （13）

即响应矩阵共轭和响应矩阵转置相乘得响应谱

矩阵。显然，虚拟激励法在精确度上与 CQC 法并无差

距，但计算量大幅减小。此外应用虚拟激励法较方便，

保证响应与激励之间为线性关系即可。

4 算例分析

取薄壁板算例，其薄壁板结构尺寸长宽高分别为

510、270、1.3 mm，弹性模量 E=71 GPa，密度 籽=2796
kg/m3，泊松比 滋=0.3。取中点处（x=0.255，y=0.135）的

位移响应，计算响应功率谱密度函数，并将计算结果

与文献[20]中的结果进行对比。

设有限带宽白噪声，其功率谱密度函数为 S0（棕軍）
= 4

驻棕軍×10
SPL
10

-10

，其中声压级取 SPL=134 dB，驻棕軍为带宽

频率。

4.1 简支边界

取 4 边简支边界条件（k=∞，K=0），带宽频率为

0~750 Hz，以涵盖结构前 10 阶固有频率，ANSYS 谱

分析取前 10 阶模态应用叠加法计算，见表 1。

从表中可见，在简支边界条件下，3 种方法求解

出的前 10 阶固有频率在低阶处差别很小；而阶数越

高，理论方法与有限元方法比较，结果偏小。

绘制中点处的位移响应功率谱，如图 2 所示。

模态阶数

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

傅里叶法

54.62

90.45

150.19

182.55

218.20

233.82

277.66

341.33

360.92

395.30

有限元法

54.61

90.42

150.21

182.81

218.60

234.04

278.38

341.95

362.34

396.97

文献方法

54.69

90.60

150.46

182.83

218.75

234.27

278.61

342.02

362.42

396.41

表 1 简支边界前 10阶固有频率对比 Hz

图 2 简支边界下中点位置位移响应功率谱
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从图中可见，采用虚拟激励法经过 MATLAB 编

程和利用有限元软件自带谱分析模块算得的位移功

率谱重合度较高，而利用文献中引入结合受纳函数的

方法估算的位移响应功率谱在低谷处差距较大，这是

由于结合受纳函数是通过用波长表示的薄板振型函

数和假设结果表面声压为 2 维正弦波求得的，属于近

似估算解，而虚拟激励法和有限元方法皆是对结构振

动响应进行精确计算。3 种方法计算位移响应功率谱

曲线的峰值出现位置一致，分别是结构第 1、3、8、10

阶模态频率处，即 54.62、150.10、341.33、395.30 Hz处。

4.2 固支边界

4 边设置固支约束（k，K=∞），带宽频率为 0~870

Hz，以涵盖结构的前 20 阶固有频率值，ANSYS 谱分

析时取前 20 阶模态结果，采用模态叠加法计算。

固支边界下前 10 阶固有频率对比见表 2。从表

中可见，固支约束下有限元方法求得的模态固有频率

比理论解稍有偏差，且高阶处偏差较小。

绘制中点处的位移响应功率谱，如图 3 所示。

从图中可见，采用虚拟激励法经过 MATLAB 编

程和利用有限元软件自带谱分析模块算得的位移功

率谱在低频处重合度较好，高频部分差距较大，但是

2 种方法峰值出现时所对应的频率值相差很小，分别

是各自结构的第 1、3、8、10 阶模态频率处。

比较上述 2 种边界条件下位移功率谱密度计算

结果可得：

（1）位移响应出现多个峰值，表明响应是多模态

的叠加，结构响应具有明显的多模态特征。

（2）位移响应功率谱曲线在研究频带范围内存在

多个峰值，结合结构的模态频率值，表明这些峰值为

相应位置处的模态频率处产生的位移响应，发生了结

构共振效应，说明这些频率所对应的模态的参振系数

较高，在结构分析时需加大关注度。

（3）基频处位移响应峰值最大，说明基频模态起

主导作用。

5 结束语

本文结合改进的傅里叶级数法和虚拟激励法，对

薄壁板进行了不同边界条件下的随机振动响应分析。

将 4 边固支和 4 边简支边界下的位移函数用改进的

傅里叶级数表示，并对激励进行傅里叶级数展开，利

用 PEM 处理白噪声激励，实现了白噪声类型激励下

的位移响应功率谱的理论推导和计算。利用有限元软

件对相同条件下的薄板进行了模拟计算，并结合文献

计算结果，将三者所得响应谱进行对比验证，发现本

文方法较文献方法与有限元结果有更高的重合度，并

验证了改进方法的准确性。同时通过使用弹簧代替经

典边界条件，改变弹簧的刚度系数组合，可以高效准

确地解决其他更复杂的结构以及边界条件，提高方法

的适用性。
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6

7
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