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摘要：针对航空发动机动态特性随飞行状态和飞行条件的变化范围大，单一控制器很难保证全包线内控制效果的问题，在航

空发动机 LPV 模型基础上提出 1 种平滑过渡的切换控制方法。该方法根据发动机进口条件对飞行包线区域进行划分，按照多项式

平方和规划理论以及平滑过渡切换律求取各子区域的 Lyapunov 函数及 LPV 控制器。在某型涡扇发动机上进行仿真验证，结果表

明：所设计的切换 LPV 控制器在不同高度、马赫数和转速条件下均具有良好的性能和控制精度，可以实现平滑切换。
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Switching Control for Turbofan Engine Based on Sum of Squares Programming
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渊Jiangsu Province Key Laboratory of Aerospace Power System袁NanjingUniversity of Aeronautics and Astronautics袁Nanjing 210016袁China)

Abstract: In order to solve the problem that the dynamic characteristics of aeroengine varied with the flight state and the flight
condition袁and the single controller was difficult to guarantee the control effect in full flight envelope袁a smooth transition control method was
proposed on the basis of the LPV model of the aeroengine.According to the inlet conditions of the engine, this method divided the area of the
flight envelope袁 and the Lyapunov function and the LPV controller of each subregion were obtained according to the polynomial square sum
planning theory and the smooth transition switching law. The simulation results on a turbofan engine show that the switched LPV controller
had good performance and control precision at different heights袁 Maher number and rotate speed conditions袁 and could achieve smooth
switching.
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0 引言
航空发动机是高度复杂的非线性系统，动态特性

随工作状态和飞行条件的变化而不断改变[1]。为了使

航空发动机控制系统在整个飞行包线内满足控制要

求，目前多是在线性控制理论的框架内采用传统变增

益方法设计控制器。然而传统的变增益控制要求系统

的参数变化必须是缓慢的，无法满足航空发动机快速

变化的动态特征的要求[2]。针对这一问题，目前工程上

广泛应用线性变参数 （Linear Parameter Varying,

LPV）增益调度方法进行控制器综合[3]。LPV 变增益控

制的控制器增益随调度参数的变化而变化。与传统变

增益相比，LPV 变增益控制不要求系统参数变化是缓

慢的。在 LPV 控制器的求解上，通常将控制器的求解

问题转换成线性矩阵不等式（Linear Matrix Inequality,

LMI）约束下的优化问题，然后应用工具箱进行求解[4]。

然而对于多项式形式的 LPV 模型，LMI 方法会带来

较大保守性。多项式平方和规划（Sum of Squares

Programming, SOS 规划）作为 1 种处理多项式形式非

线性问题的新方法受到广泛关注。该方法由 Jean 首

次提出并应用于单个多项式的平方和分解问题[5]。

SOS 规划是对 LMI 方法的补充，可应用于可行性问题

和优化问题的求解中[6]。由于 SOS 规划在处理多项式

形式非线性问题上的独特性，越来越多的 LPV 控制

器设计问题转化为 SOS 规划问题，相应的 SOSTOOLS
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（a）系数 a11 拟合 （b）系数 a12 拟合

（c）系数 a21 拟合 （d）系数 a22 拟合

（e）系数 b1 拟合 （f）系数 b2 拟合

图 1 系统矩阵拟合

也被开发出来，极大地推动了 SOS 规划在控制领域

中的应用[7]。

将 LPV 控制应用于航空发动机全包线控制中，

由于在包线内不同点发动机参数差别很大，单一的

LPV 控制器很难保证全包线内的控制效果[8]。因此，本

文将飞行包线进行分区，分别对每个区域设计 LPV

控制器，然后结合切换系统相关理论保证切换时的稳

定性。目前，众多学者展开了平滑过渡切换方法的研

究。Song 等[9]设计了 1 种基于平滑过渡切换的 LPV 鲁

棒控制器，并将其应用于 F-18 战机中。江未来等[10]针

对机翼后掠角可变飞行器控制问题，通过平滑过渡的

方法进行切换 LPV 控制。

本文将平滑过渡切换应用于航空发动机全包线

控制中，并通过 SOS 规划方法求解控制器。首先将飞

行包线划分为奇数个子区域，分别建立每个子区域的

LPV 模型；然后给出闭环切换 LPV 系统鲁棒稳定的

条件并将其转化为便于求解的 SOS 规划问题；最终

在某型涡扇发动机上进行仿真验证。

1 航空发动机 LPV模型

航空发动机非线性模型可以表示为

x觶=f（x,u），y=g（x,u） （1）

式中：x 为发动机的状态变量；u 为发动机的控制变

量；y 为发动机的输出变量。

选取高压转子转速为调度参数，根据非线性模型

式（1）建立的发动机 LPV 模型

x觶=A（兹）x+B（兹）u
y=C（兹） （2）

式中：x=[驻nL 驻nH]T，驻nL、驻nH 分别为风扇转速增量和

高压转子转速增量；u=驻W f，为发动机燃油流量增量；

y=驻nH，为发动机高压转子转速增量。

A（兹）=
Nd

i=0
移A i兹 i，B（兹）=

Nd

i=0
移Bi兹 i，C（兹）=

Nd

i=0
移Ci兹 i （3）

兹= nH-（nH）min

（nH）max-（nH）min
（4）

式中：Nd 为多项式阶次；[（nH）min（nH）max]为高压转子转

速取值范围的最小值和最大值；兹 为调度参数，变化

范围为[0 1]。

最终，航空发动机状态变量 LPV 模型可写作

驻n觶 L
驻n觶H

杉

删

山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫
=

a11 a12

a21 a22
蓘 蓡 驻nL

驻nH
蓘 蓡+ b1

b2
蓘 蓡 驻W f

驻nH=[0 1]
驻nL
驻nH
蓘 蓡 （5）

由式（2）～（5）可知，LPV 模型的建立主要依据高

压转子转速范围内不同稳态点系统矩阵的求解，而建

立的 LPV 模型精度主要受多项式阶次 Nd 影响，Nd 越
大，LPV 模型精度越高，但同时模型更加复杂，计算难

度更大。

本文在保证模型精度满足要求的同时，为了不使

计算过于复杂，选取 Nd=3，以地面工作点（H=0 km，

Ma=0）为例建立 LPV 模型，在高压转子转速变化范围

（nH）min=0.86 到（nH）min=1 之间，每隔 nH=0.01 选取 1 个

稳态工作点，稳态点对应的转速及其系统矩阵参数变

化如图 1 所示。

从图中可见，矩阵元素 a11、a12、a21 在转速 nH=
0.86、0.90、0.95 时发生突变，这是由于发动机非线性

部件级模型是依据转速特性图插值获得的，而 nH=
0.86、0.90、0.95 均为插值端点，因此矩阵元素存在突

变。拟合后得到 LPV 模型系统矩阵

A（兹）=
-1.58 -0.68

0.03 0.55
蓘 蓡 兹3+

3.78 -0.92

0.15 0.36
蓘 蓡 兹2+
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1.53 0.59

0.01 -0.87
蓘 蓡 兹+ -6.36 3.24

-0.41 -2.78
蓘 蓡

B（兹）=
0.06

-0.01
蓘 蓡 兹3+

0.39

0.04
蓘 蓡 兹2+

0.38

0.17
蓘 蓡 兹+ -0.46

0.45
蓘 蓡

C（兹）= 0 1蓘 蓡
为了检验所建立的 LPV 模型精度，分别在（H=0

km，Ma=0）、（H=10 km，Ma=1）2 个工作点任意选取 2

个不同的高压转子转速，将 LPV 模型转化为线性模

型，然后将线性模型与同一转速下的非线性模型分别

作单位阶跃响应，其对比如图 2、3 所示。

从图中可见，在不同高度、马赫数下 LPV 模型的

阶跃响应与非线性模型的阶跃响应的拟合情况良好，

稳态误差小于 0.01%，说明设计的 LPV 模型在调度

参数变化范围内能够精确地反映非线性模型动态响

应的变化规律，因此该 LPV 模型能够满足建模精度

要求。

针对上文所建立的 LPV 模型，设计状态反馈控

制器，使转速闭环控制系统的高压转子转速可以较快

地跟踪指令信号，同时 H∞ 性能指标小于 酌∞。考虑航

空发动机存在外部扰动，则 LPV 系统为

x觶 p=A p（兹）xp+Bp1（兹）棕p+Bp2（兹）up
yp=A p（兹）xp+Bp1（兹）棕p （6）

式中：xp、up、yp 含义同式（2）中 x、u、y；棕p 为外部扰动

输入。

设控制指令为 r，则输出偏差可表示为 e=r-yp，偏

差的积分 xe= 乙 edt，将偏差的积分增广为状态量以消

除系统的稳态误差。得到广义被控对象的状态方程

x軃·=A 1（兹）x+B1（兹）棕+B2（兹）u

z=C1（兹）x軃+D11（兹）棕 （7）

其中x軃= xp
xe
蓘 蓡，u=up，z=

xe
e蓘 蓡，棕= 棕p

r蓘 蓡，
A 1（兹）=

A p（兹） 0

-Cp（兹） 0
蓘 蓡，B1（兹）=

Bp1（兹） 0

-Dp1（兹） I
蓘 蓡，

B2（兹）=
Bp2（兹）
-Dp2（兹）蓘 蓡，C1（兹）=

0 I

-Dp（兹） 0
蓘 蓡，

D11（兹）=
0 0

-Dp1（兹） I蓘 蓡。
针对系统（7），设计状态反馈控制律 u=K（兹）x，可

得闭环状态空间方程

x軃·=A cl（兹）x+Bcl（兹）棕
z=Ccl（兹）x+Dcl（兹）棕 （8）

式中：A cl（兹）=A 1（兹）+B2（兹）K（兹）；Bcl（兹）=B1（兹）；Ccl（兹）
=C1（兹）；Dcl（兹）=D11（兹）。

2 切换 LPV控制器设计

针对闭环 LPV 系统（8），采用 Lyapunov 函数保证

各子系统的稳定性，同时根据 LMI 鲁棒稳定性条件及

弱对偶定理将 LPV 控制器求解转换为 SOS 规划问题。

2.1 基于 SOS规划的控制器设计

弱对偶定理[11]：考虑如下优化问题

f *=inf
x沂X

f（x） （9）

令 L（x,s）=f（x）-
r

i=1
移sigi（x），s=（s1，…，sr），对偶问

题可以表述为

q*=max
s≥0

inf
x沂X

L（x,s）嗓 瑟 （10）

式中：X 为 Rn 的 1 个子集；f（x）、gi（x）为给定的关于 x
的函数，则 f *≥q*，f * 与 q* 的差值称为对偶间隙。

由弱对偶定理可知，如果存在 s≥0 使得 L（x,s）
≥0，则 f *≥q*≥0。通过此定理可以将带约束的矩阵

不等式条件转换为 SOS 规划问题，即将 LMI 的矩阵

非负定条件转换为 SOS 的条件。

（a）nH=0.90 （b）nH=0.95

图2 H=0 km、Ma=0处 LPV模型与非线性模型阶跃响应对比

（a）nH=0.90 （b）nH=0.95

图3 H=10 km、Ma=1处 LPV模型与非线性模型阶跃响应对比
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定理 1[12]：对于系统（8），存在 1 个状态反馈 H∞

控制器，给定 H∞ 性能指标 酌∞>0 当且仅当存在 1 个

实数对称矩阵 X 和实数矩阵 W，使得下列不等式

N（兹）B1（兹）XC1

T
（兹）

* -酌∞I D11

T
（兹）

* * -酌∞I

杉

删

山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

<0 （11）

成立，则 K（兹）=WX-1 是系统（8）1 个状态反馈控制器。

N（兹）=A（兹）X+B2（兹）W+（A（兹）X+B2（兹）W）T。

定理 1 中 Lyapunov 矩阵不随调度参数变化而变

化，虽然计算简单，易于处理，但保守性较大，很难求

解出合适的控制器。

定理 2：对于闭环系统（8），存在 1 个状态反馈

H∞ 控制器，给定 H∞ 性能指标 酌∞>0，如果存在 SOS

多项式矩阵 X（兹）、W（兹）、M（兹），使得下列多项式矩阵

为 SOS

-

N（兹）B1（兹）XC1

T
（兹）

* -酌∞I D11

T
（兹）

* * -酌∞I

杉

删

山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

-gi（兹）M（兹） （12）

则 K（兹）=W（兹）X-1（兹）是 1 个能保证系统（7）稳定，且

H∞ 性能指标为 酌∞ 的状态反馈控制器。式中 N（兹）=
A（兹）X（兹）+B2（兹）W（兹）+（A（兹）X（兹）+B2（兹）W（兹））T。

2.2 包线区域划分

航空发动机的动态特性及状态空间模型均与进

口条件有关[13]，对飞行包线进行划分时，首先应考虑划

分后同一区域内发动机状态空间模型尽可能相似，使

该区域内不同工作点均有良好的控制效果，可根据下

式来量化包线内不同高度、马赫数下发动机性能差异

祝= T1-T10

T10
蓸 蔀 2 + P1-P10

P10
蓸 蔀 2姨 <着 （13）

式中：T10、P10 为标称点总温、总压；T1、P1 为计算点的总

温、总压；着 为距离阈值，反映了子区域间不同工作点

发动机动态性能的差异。

以（H=0 km，Ma=0）点为标称点，求取包线内所

有工作点的 祝 值，选取 着=0.25、0.50、0.75、1.00 将包

线划分为 6 个区域，如图 4 所示，阴影区域为平滑

过渡区。

2.3 平滑过渡切换 LPV控制器

为缓解控制器间邦邦切换产生的抖振现象，提

升切换时的控制效果，设计 1 种平滑切换 LPV 控制

器。

考虑切换 LPV 系统

闭环状态空间方程

x軃·=A cl,滓（兹）x軃+Bcl,滓（兹）棕

z=Ccl,滓（兹）x軃+Dcl,滓（兹）（14）

式中：A cl,滓（兹）=A 1,滓（兹）+B2,滓
（兹）K滓（兹）；Bcl,滓（兹）=B1,滓（兹）；
Ccl,滓（兹）=C1,滓（兹）；Dcl,滓（兹）=D11,滓
（兹）；滓 为系统的切换信号，其变化受高度和马赫数影

响，由于高度和马赫数具有渐变特性，所以切换只发

生在子区域边界处。

设 NJ= {1，3，5，…，J} 为控制器求解区域，NO=
{2，4，6，…，J-1}为平滑过渡区域，其中 J表示包线内

划分的子区域数目。当 j∈NJ 时，控制器为 Kj（兹）；当
j∈NO 时，控制器为 Kj-1,j+1（兹），由相邻 2 区域控制器

Kj-1（兹）、K ,j+1（兹）、插值获得。综上所述，全包线内的平滑

过渡切换 LPV 控制器可表示为

K（兹）=
Kj（兹），j=1，3，5，…，J
Kj-1，j+1（兹），j=2，4，6，…，J-1嗓 瑟

其中 Kj（兹）=Wj（兹）Xj（兹）-1，

Kj-1,j+1（兹）=Wj-1,j+1（兹）Xj-1,j+1（兹）-1，

Wj-1,j+1（兹）=CWj-1（兹）+（1-C）Wj+1（兹），
Xj-1,j+1（兹）=CXj-1（兹）+（1-C）Xj+1（兹）。
C 为平滑切换系数，在此取

C=
1 （t<ts）

e
-（t-ts）2

2（驻t
3

）2

（ts<t<ts+驻t）
0 （t>ts+驻t）

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

（15）

式中：ts 为系统进入平滑过渡区域的时间。

定理 3：针对航空发动机切换系统（14），存在 1

个状态反馈 H肄 控制器，给定 H肄 性能指标 酌>0，如果

存在实数对称矩阵 X（兹），实数矩阵 W（兹）和 SOS 多

项式矩阵 Mj（兹），使得下列多项式矩阵为 SOS

-

N（兹）B1（兹）XC1

T
（兹）

* -酌∞I D11

T
（兹）

* * -酌∞I

杉

删

山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

-gi（兹）M（兹） （12）

对任意 j∈NJ 均成立，则航空发动机闭环系统渐

进稳定，且满足 H肄 性能指标 酌肄。式中 N（兹）=A j（兹）X
（兹）+B2,j（兹）W（兹）+（A j（兹）X（兹）+B2,j（兹）W（兹））T。

证明：为方便阐述，选取飞行包线内相邻的 3 个

区域 J1、J2、J3，其中 J2 为平滑过渡区域，设

图 4 包线区域划分
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E（滓，X（兹）,酌∞,j）

N（兹） B1,j（兹） X（兹）C
1,j

T
（兹）T

* -酌∞,jI DT
11,j（兹）

* * -酌∞,jI

杉

删

山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

（17）

则根据定理 3 可得如下不等式

E（滓1,X1（兹）,酌∞,1）<0

E（滓3,X3（兹）,酌∞,3）<0 （18）

式中 X1（兹）=X3（兹）=X（兹），采用式（15）中平滑切换系

数，对式（18）中 2 不等式作线性叠加可得不等式

E（滓,CX1（兹）+（1-C）X3（兹），max（酌∞,1，酌∞,3））<

CE（滓1，X1（兹），酌∞,1）+（1-C）E（滓3，X3（兹），酌∞,3）<0

成立，则对于平滑过渡区域 J2 中任意一点，在相同

的 Lyapunov 矩阵下,控制器 K1（兹）、K3（兹）的任意线性

叠加所获得的新控制器均可保证在区域 J2 内的系

统稳定。

根据上述证明，能满足闭环 LPV 系统渐进稳定

的控制器为 K1（兹）、K3（兹），而对于区域 J2，能满足闭

环 LPV 系统渐进稳定的控制器为 K1（兹）、K3（兹）及其

任意的线性叠加，并且对于飞行包线内任意子系统

有相同的 Lyapunov 矩阵使系统稳定，由此可知平滑

过渡区域 No 内系统渐进稳定。

定理 3 中要求切换系统中所有的子区域都具有

相同的多项式 Lyapunov 矩阵 X（兹），显然，这种方式

保守性大，当子区域数量过多的时候，很难找到 1

个合适的 Lyapunov 矩阵使所有子区域均满足控制

要求。

对于切换 LPV 系统，假设存在 1 组正定矩阵{Xj

（兹）}j沂NJ，每个矩阵可以保证在其对应的子区域 J变
化的连续性。则多参数依赖 Lyapunov 函数可写为

V滓（Xcl，兹）=xcl
T X滓（兹）xcl （19）

通过切换信号 滓 确定当前所处的子区域 J以及

对应的 Lyapunov 矩阵 Xj（兹）。
一般而言，如果有合适的切换逻辑保证 V滓 在其

当前对应的子区域 J内单调递减，则即使在整个参

数轨迹上 V滓 不是单调递减的，也可以保证切换 LPV

系统的稳定性[14]。

定理 4：对于系统（14），存在 1 个状态反馈 H∞

控制器，给定 H∞ 性能指标 酌>0，如果存在实数对称

矩阵 Xj（兹），实数矩阵 W（兹）和 SOS 多项式矩阵 Mj

（兹），使得下列多项式矩阵为 SOS

-

N（兹） B1,j（兹） Xj（兹）CT
11,j（兹）T

* -酌∞,jI DT
11,j（兹）

* * -酌∞,jI

杉

删

山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

-gi,j（兹）Mj（兹）（20）

对任意 j沂NJ 均成立，则航空发动机闭环系统在飞行

包线内渐进稳定，且满足 H∞ 性能指标 酌∞，Kj（兹）=W

（兹）X j
-1
（兹）是保证系统（14）稳定，且 H∞ 性能指标为

酌∞ 的状态反馈控制器。式中 N（兹）=A j（兹）Xj（兹）+B2,j（兹）
W（兹）+（A j（兹）Xj（兹）+B2,j（兹）W（兹））T。

证明：由于式（20）为 SOS 多项式矩阵，所以

-

N（兹） B1,j（兹） Xj（兹）C11,j（兹）T

* -酌∞,jI DT
11,j（兹）

* * -酌∞,jI

杉

删

山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

-gi,j（兹）Mj（兹）≥0（21）

又知 Mj（兹）为 SOS 矩阵，即 Mj（兹）>0，将弱对偶定

理推广到多项式矩阵（21）中，可得

N（兹） B1,j（兹） Xj（兹）C11,j（兹）T

* -酌∞,jI DT
11,j（兹）

* * -酌∞,jI

杉

删

山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

≤0 （22）

兹∈专，专={兹|gi,j（兹）≥0，i=1,…，r} （23）

式（23）说明在 兹∈专 的整个区间内定理 4 均成

立，即闭环切换系统（14）稳定且满足 H∞性能指标 酌∞。

根据定理 4 可知，系统（14）的控制器求解可以转

化为 SOS 规划问题，控制器求解的具体步骤如下。

（1）对于非平滑过渡区，给定 H∞ 性能指标 酌∞，

利用 MATLAB 中的 SOSTOOLS 工具箱分别求取每

个子区域对应的 SOS 多项式矩阵 Xj（兹）、W（兹）和 Mj

（兹），然后通过定理 4 求解出各子区域内满足要求的

切换 LPV 控制器。

（2）对于平滑过渡区，采用式（15）中的平滑切

换系数对相邻 2 个非平滑过渡区域的控制器进行

插值，定理 3 中相关证明可保证平滑过渡区控制器

的稳定性。

（3）将求得的切换 LPV 控制器在某型涡扇发动

机上进行全包线仿真验证，相应的控制系统控制结

构如图 5 所示。

3 仿真验证与分析

针对某型涡扇发动机在全包线内高度、马赫数

和转速大范围渐进变化的情况，采用依据定理 4 设

计的平滑切换 LPV 控制器进行闭环系统仿真验证。
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图 8 切换方法对比 图 9 控制方法对比

图 5 全包线 LPV切换控制系统结构

图 6 飞行高度、马赫数和转速变化

（a）切换区域 1 （b）切换区域 2

（c）切换区域 3 （d）切换区域 4
图 7 切换区域局部放大

3.1 仿真分析 1

在全包线内发动机高度、马赫数和转数的变化

曲线如图6 所示。从图中可见，在整个运行轨迹中共有

4 次切换，分别是 16.5~18.75 s、24~26 s、37~39.5 s、

43~47.5 s 控制器经过平滑过渡切换区域。采用上述

平滑过渡切换 LPV 控制器进行仿真验证，仿真结果

（图 6）切换区域局部放大如图 7 所示。

从图 6 中可见，随着高度、马赫数的变化，高压

转子转速可以很好地跟踪指令信号，响应时间约为

3 s，且稳态误差小于 0.5%，满足控制要求。

从图 7 可见，在上述 4 个切换区域中，控制器

发生切换时，系统状态变化平稳，无跳变。

3.2 仿真分析 2

对平滑过渡切换和邦邦切换方法作对比仿真验

证，如图 8 所示。

从图中可见，采用邦邦切换时存在约 3%的跳

变，而平滑过渡切换很好地解决了这一问题。

3.3 仿真验证 3

在全包线内选取 11 个多胞顶点，结合多胞理论

设计全包线单一 LPV 控制器，与所设计的平滑过渡

切换 LPV 控制器作对比。仿真结果如图 9 所示。

从图中可见，虽然单一 LPV 控制器不存在控制

器间切换的跳变问题，但由于包线内不同工作点发

动机性能参数存在较大差异，故相比于平滑切换

LPV 控制器跟踪响应更慢，且存在约 4%的超调。

4 结论

本文针对航空发动机在全包线内转速大范围变

化下的控制器设计问题，提出了 1 种基于 SOS 规划

的平滑过渡切换 LPV 控制器。通过 SOS 规划的方法

降低了传统 LMI 优化方法的保守性，同时采用平滑

过渡切换解决邦邦切换时控制器存在的跳变问题。

通过该方法设计的控制器可以精确跟踪指令信号，

具有良好的鲁棒性，同时切换时不存在跳变，稳定

性更强。
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